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Kilka uwag o testowaniu istotnosci
wspolczynnika korelacji

Streszczenie. W artykule przedstawiono problem interpretacji wynikow testu wspot-
czynnika korelacji Pearsona w powigzaniu z budowanym modelem regresji. Zwrdcono
przy tym uwagg na znaczng wrazliwo$¢ testu istotnosci na wielkos$¢ proby. W tym kontek-
$cie przedstawiono pewien alternatywny sposob testowania oraz rekomendowano znany,
lecz stosunkowo rzadko wykorzystywany test, umozliwiajacy poprawna interpretacje
wynikow testu istotno$ci wspdtczynnika korelacji.

Stowa kluczowe: wspotczynnik korelacji Pearsona, testy istotnosci, model regresji

Wstep

Problematyka badania zalezno$ci zmiennych zarowno o charakterze iloscio-
wym, jak i jakosciowym jest jednym z najczesciej wykorzystywanych zagadnien
statystyki w badaniach empirycznych. Szerokie mozliwos$ci zastosowania umoz-
liwiaja przedstawienie wielu technik i narzedzi pomiarowych. Mimo znacznej
liczby metod w zakresie analizy zmiennych o charakterze mierzalnym, na pierw-
sze miejsce w czgstosci wykorzystania wysuwa si¢ doskonale znany wspotczyn-
nik korelacji Pearsona. Jego zastosowanie daje dodatkowa mozliwos¢, jaka jest
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eksploatacja modelu regresji. Jednak konstrukcja kazdego modelu matematycz-
nego, w tym takze modelu regresji, powinna by¢ poprzedzona przeprowadzeniem
adekwatnego testu statystycznego, czyli weryfikacja modelu. Wykorzystanie
testow istotnosci wiaze si¢ jednak z pewnymi ograniczeniami, ktorych badacze
czesto nie sa w pelni §wiadomi. Do takich ograniczen nalezy problem wielkosci
proby (problem zaréwno zbyt matej, jak i bardzo licznej proby) powiazany z od-
powiednia interpretacja. Czy zasadne jest bowiem konstruowanie modelu regresji
zawsze w przypadku, gdy przeprowadzony test istotnosci wspdtczynnika kore-
lacji odrzuca hipotezg zerowa (czy zasadne jest budowanie regresji dla istotnie
roznego od zera wspotczynnika korelacji wynoszacego np. » = 0,1)?

W pracy przedstawiony zostanie problem zalezno$ci wynikow najczgsciej wyko-
rzystywanego testu istotnosci wspotczynnika korelacji od wielkosci proby. Zostanie
tez podana pewna propozycja majaca na celu ulatwienie przeprowadzenia takiego
testu oraz przypomniany i rekomendowany bedzie alternatywny sposob testowania
wspotczynnika korelacji majacy na celu poprawne zbudowanie modelu regres;ji.

1. Test istotnosci wspolczynnika korelacji a wielkos¢ proby

Rozpatrywany jest liniowy model ekonometryczny postaci
y=oaX+p+e,

gdzie E(e) =0, E(ec”) = o°I.

Wybor zmiennych do takiego modelu bazuje zwykle na analizie istotno$ci
wspotczynnika korelacji Pearsona!. W tej pracy ograniczono si¢ wylacznie do
modelu jednej zmiennej, co nie zmienia ogdlnosci rozwazan.

Wykorzystanie w badaniach empirycznych wspotczynnika korelacji Pearsona
sprowadza si¢ po jego obliczeniu do interpretacji (zob. tab. 1) oraz przeprowa-
dzenia wspomnianego wcze$niej testu istotnosci. Test ten najczesciej przybiera
postaé, w ktorej formutowane sa nastgpujace hipotezy:

H:p=0, H:p#0,
gdzie p oznacza prawdziwa warto§¢ wspotczynnika korelacji w populacji, a hipo-
tezg zerowg interpretuje si¢ jako brak zaleznosci liniowej pomigdzy zmiennymi.
Tu przypomnijmy jeszcze, ze odrzucenie hipotezy zerowej oznacza, ze wartos$¢
wspotczynnika korelacji jest istotnie r6zna od zera.

Weryfikacja prawdziwosci hipotezy H dokonywana jest na podstawie staty-
styki:

' Zob. np. Ekonometria. Metody, zadania, przyklady, red. J. Dziechciarz, Wydawnictwo AE we
Wroctawiu, Wroctaw 2002.
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.
T, ,=——=+n-2, (1)

ktora (przy zatozeniu prawdziwosci H ) ma rozklad ¢-Studenta o n — 2 stopniach
swobody?. Jak wynika ze wzoru (1), wartos¢ statystyki testowej zalezy wytacznie
od wartosci wspotczynnika korelacji w analizowanej probie oraz od liczebnos$ci
proby. Zamiast wige weryfikacji, czy uzyskany wynik jest istotny statystycznie,
mozna sformulowaé pytanie, jak duza powinna by¢ proba, by dla okres$lone;
wartosci wspotczynnika korelacji oraz na zadanym poziomie istotno$ci nalezato
odrzuci¢ hipotezg zerowa na rzecz alternatywne;j.

Tabela 1. Warto$ci wspotczynnika korelacji i ich interpretacje

Wartos¢

wspéltczynnika korelacji Interpretacja
Ponizej 0,2 Praktycznie brak zwiazku liniowego migdzy badanymi cechami
0,2do 0,4 Zaleznos¢ liniowa wyrazna, lecz niska
0,4 do 0,7 Zalezno$¢ umiarkowana
0,7 do 0,9 Zaleznos$¢ znaczaca
Powyzej 0,9 Zaleznos¢ bardzo silna

Zrddto: opracowanie wlasne na podstawie: S. Ostasiewicz, Z. Rusnak, U. Siedlecka, Statystyka.
Elementy teorii i zadania, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2000, s. 311.

Przeprowadzono zatem symulacje¢, w ktorej dla zatozonego poziomu istot-
nosci o = 0,05 (tradycyjnie najczgsciej przyjmowany poziom istotnosci) i przy
wykorzystaniu metod numerycznych wygenerowano liczbg obserwacji niezbedna
do uzyskania istotno$ci wspotczynnika korelacji o dowolnej warto$ci. Wyniki dla
wybranych warto$ci wspotczynnika korelacji przedstawiono w tabeli 2. Wartos$ci
te uzyskano wykorzystujac modut optymalizacyjny Solver zawarty w progra-
mie MS Excel. Przyjeto wybrane warto$ci wspolczynnika korelacji, a nastgpnie
metodami numerycznymi poszukiwano takich wartosci liczebnosci proby, ktore
gwarantowatyby istotno$¢ wspotczynnika korelacji. Zatem np. dla wspotczynnika
korelacji » = 0,8 proba, ktora jest niezbgdna do uznania takiego wspolczynnika
za istotny, wynosi n = 7, gdyz warto$¢ statystyki testowej (1) wynosi woéwczas

0,8
T, =——e
V1-0,8°
ktadu Studenta dla 5 stopni swobody i1 przyjetego poziomu istotnosci wynosi
wowczas ¢t = 2,571. Warto zwr6ci¢ uwage na mozliwos¢ zapewnienia istotno-
$ci wspotczynnika korelacji nawet bardzo niskiej wartosci przy stosunkowo

\7 -2 =298, natomiast warto$¢ krytyczna uzyskana z tablic roz-

2 Por. W. Krysicki, J. Bartos, W. Dyczka, K. Krolikowska, M. Wasilewski, Rachuneck
prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna w zadaniach, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2000.
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niewielkiej probie. Zwro¢my bowiem uwagg, ze np. dla wspotczynnika korelacji
rzedu » = 0,1 wystarczy proba o liczebnosci 385, by wspotczynnik taki uznac¢ za
istotnie rozny od zera. Podobnie ma si¢ sytuacja ze wspolczynnikiem korelacji
r = 0,01, tu (ku zaskoczeniu autoréw pracy) wystarczy proba, w ktorej znajdzie
si¢ 38 416 elementow, by wspotczynnik o tak niskiej wartosci uzna¢ za istotnie

rozny od zera.

Tabela 2. Liczebnosci proby gwarantujace istotno$¢ wspotczynnika korelacji

r N r N r N r N
0,01 38416 0,26 58 0,51 16 0,76 7
0,02 9605 0,27 54 0,52 15 0,77 7
0,03 4269 0,28 50 0,53 15 0,78 7
0,04 2402 0,29 47 0,54 14 0,79 7
0,05 1538 0,30 44 0,55 14 0,80 7
0,06 1068 0,31 41 0,56 13 0,81 7
0,07 785 0,32 39 0,57 13 0,82 6
0,08 601 0,33 36 0,58 12 0,83 6
0,09 475 0,34 34 0,59 12 0,84 6
0,10 385 0,35 32 0,60 12 0,85 6
0,11 319 0,36 31 0,61 11 0,86 6
0,12 268 0,37 29 0,62 11 0,87 6
0,13 228 0,38 28 0,63 11 0,88 5
0,14 197 0,39 26 0,64 10 0,89 5
0,15 172 0,40 25 0,65 10 0,90 5
0,16 151 0,41 24 0,66 10 0,91 5
0,17 134 0,42 23 0,67 9 0,92 5
0,18 120 0,43 22 0,68 9 0,93 5
0,19 107 0,44 21 0,69 9 0,94 5
0,20 97 0,45 20 0,70 9 0,95 4
0,21 88 0,46 19 0,71 8 0,96 4
0,22 80 0,47 18 0,72 8 0,97 4
0,23 74 0,48 18 0,73 8 0,98 4
0,24 68 0,49 17 0,74 8 0,99 4
0,25 63 0,50 16 0,75 8

Zro6dto: opracowanie wlasne.

Znalezienie liczby obserwacji gwarantujacej istotno$¢ dla dowolnego wspot-
czynnika korelacji umozliwilo przedstawienie uzyskanych rezultatow na wykre-
sie, a w konsekwencji dopasowania do nich adekwatnej funkcji (zob. rys. 1).
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Funkcja najdoktadniej opisujaca prezentowane dane (R* = 0,995) byta funkcja
potegowa postaci
n,=4,1679r"7,

gdzie n,, oznacza liczebno$¢ proby gwarantujaca istotnos¢ wspdtczynnika kore-
lacji 7.

45000 ~
40000 A
35000 A
30000 A

25000 -

20000 - 0 = 416797

15000 1 R*=0,995

10000 A

Liczebno$¢ proby gwarantujaca istotnosé
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Wspotczynnik korelacji

Rys. 1. Dopasowanie funkcji potggowej do zaleznos$ci
wspolczynnik korelacji — wielko$¢ proby

Zr6dto: opracowanie wiasne.

Tak dobre dopasowanie funkcji (R* = 0,995) umozliwia przedstawienie al-
ternatywnego i jak si¢ wydaje tatwiejszego sposobu testowania istotno$ci wspot-
czynnika korelacji. W tabeli 3 przedstawiono warto$¢ wspolczynnika korelacji
z odpowiadajaca mu minimalng liczebnos$cia proby gwarantujaca istotno$¢ oraz
warto$¢ liczebnosci proby uzyskana z dopasowanej wczesniej funkcji potegowe;,
a takze roznicg migdzy prezentowanymi liczebnosciami. Zauwazmy (por. tab.
3), ze dla kazdego wspolczynnika korelacji |#| > 0,6 mozna uzna¢ go za istotnie
rozny od zera, jezeli liczba obserwacji n, na podstawie ktorej liczony byt wspot-
czynnik 7, jest wigksza od n,, = 4,1679r"°. Zamiast zatem tradycyjnego testowa-
nia istotnosci wspotczynnika korelacji polegajacego na obliczeniu odpowiedniej
statystyki testowej, a nastgpnie odczytaniu warto$ci krytycznych z tablic i ich
wzajemnym poréwnaniu, mozna przeprowadzi¢ test istotnosci z wykorzystaniem
dopasowanej funkcji. Jezeli bowiem liczebno$¢ proby, na podstawie ktorej liczo-
ny byl wspétczynnik korelacji, jest wigksza od n,, = 4,1679r "7, to wspotczynnik
taki nalezatoby uzna¢ za istotnie r6zny od zera. Przypomnijmy tu, Ze ten sposob
postepowania jest odpowiedni dla sytuacji, w ktorej przyjeto btad pierwszego ro-
dzaju réwny 5% 1 jednoczesnie || > 0,6.



Tabela 3. Wspotczynniki korelacji wraz z odpowiadajacymi im liczebnosciami proby
gwarantujacymi istotno$¢ oraz ich réznice

r n nm nm —n r n nm n,.“ —-n r n n,.ﬂ nm —n r n n,.“ nm —n
0,01 38416 | 36300,89 | ~115,11 | 0,26 58 59,21 121 0,51 16 15,70 ~0,30 0,76 7 7,16 0,16
0,02 9605 | 926591 | 339,09 | 0,27 54 54,97 0,97 0,52 15 15,11 0,11 0,77 7 6,97 -0,03
0,03 4269 | 4168,58 | —10042 | 028 50 51,17 1,17 0,53 15 14,56 ~0,44 0,78 7 6,80 -0,20
0,04 2402 | 236515 | -3685 | 029 47 4775 0,75 0,54 14 14,03 0,03 0,79 7 6,63 -0,37
0,05 1538 | 1523.86| -14,14 | 030 44 44,67 0,67 0,55 14 13,53 -0,47 0,80 7 6,47 -0,53
0,06 1068 | 106404 | -396 | 031 41 41,87 0,87 0,56 13 13,06 0,06 0,81 7 6,31 ~0,69
0,07 785 785,37 037 | 032 39 39,33 033 0,57 13 12,61 ~0,39 0,82 6 6,16 0,16
0,08 601 603,71 271 | 033 36 37,02 1,02 0,58 12 12,19 0,19 0,83 6 6,02 0,02
0,09 475 478,70 370 | 034 34 34,91 0,91 0,59 12 11,79 -0.21 0,84 6 5,88 -0,12
0,10 385 388,97 397 | 035 32 32,97 0,97 0,60 12 11,40 ~0,60 0.85 6 574 ~0,26
0,11 319 322,38 338 | 036 31 31,19 0,19 0,61 11 11,04 0,04 0,86 6 5,61 ~0,39

g 0,12 268 271,60 3,60 | 037 29 29,55 0,55 0,62 11 10,69 -0,31 0,87 6 5,48 -0,52
0,13 228 231,98 398 | 038 28 28,04 0,04 0,63 11 10,36 ~0,64 0,88 5 5,36 0,36
0,14 197 200,47 347 | 039 26 26,64 0,64 0,64 10 10,04 0,04 0,89 5 524 0,24
0,15 172 174,99 2,99 | 040 25 25,34 0,34 0,65 10 9,74 ~0,26 0,90 5 5,13 0,13
0,16 151 154,10 3,10 | 041 24 24,14 0,14 0,66 10 9,45 -0,55 0,91 5 5,02 0,02
0,17 134 136,75 275 | 042 23 23,02 0,02 0,67 9 9,17 0,17 0,92 5 491 ~0,09
0,18 120 122,19 2,19 | 043 2 21,98 | -0,02 0,68 9 8,91 ~0,09 0,93 5 481 -0,19
0,19 107 109,84 284 | 044 21 21,00 0,00 0,69 9 8,66 ~0,34 0,94 5 471 ~0,29
0,20 97 99,29 229 | 045 20 20,10 0,10 0,70 9 8,42 -0,58 0,95 4 461 0,61
0.21 88 90,19 2,19 | 046 19 19,24 0,24 071 8 8,18 0,18 0,96 4 4,52 0,52
0,22 80 82,29 229 | 047 18 18,45 0,45 0,72 8 7,96 ~0,04 0,97 4 443 0,43
0,23 74 75,39 139 | 048 18 17,70 | -0,30 0,73 8 7,75 -0,25 0,98 4 434 0,34
0,24 68 69,33 133 | 049 17 1699 | -0,01 0,74 8 7,54 ~0,46 0,99 4 425 0,25
0.25 63 63,97 097 | 0,50 16 16,33 033 0,75 8 7.35 ~0,65

Zr 6 d1to: opracowanie wiasne.
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2. Interpretacja wynikow testowania istotnosci
wspolczynnika korelacji

Przeprowadzenie testu istotnosci wspotczynnika korelacji musi zosta¢ zakon-
czone przedstawieniem wniosku wynikajacego z badania. Przypomnijmy tu raz
jeszcze, ze brak odrzucenia hipotezy zerowej interpretuje si¢ jako brak zaleznosci
liniowej, a bardziej formalnie jako ,,wspotczynnik korelacji jest nieistotnie rézny
od zera”. Natomiast odrzucenie hipotezy zerowej oznacza ,,wspolczynnik kore-
lacji jest istotnie rézny od zera”, co czesto interpretuje si¢ jako wystgpowanie
zalezno$ci liniowej. Jezeli zatem ta ,,zaleznos$¢ liniowa” wystepuje czesto, dazy
si¢ do konstrukcji modelu regresji liniowej. Zwré¢émy tu jednak uwage, ze odrzu-
cenie hipotezy zerowej moze nastapi¢ dla kazdej wartosci wspdtczynnika korela-
cji (zob. tab. 2). Zatem czy zasadna jest konstrukcja modelu regresji dla istotnego
wspoétczynnika korelacji » = 0,01? Wydaje si¢, ze zupehie bezzasadne bytoby
budowanie takiego modelu, warto§¢ wspotczynnika determinacji dyskwalifiko-
wataby bowiem taka zalezno$¢. Istotno$¢ wspdtczynnika korelacji wynikataby tu
nie z wartosci wspotczynnika korelacji, lecz z wielkosci proby.

Rozpatrzymy teraz przyktad, w ktéorym zaprezentowano szkic zadania 4.18
z pracy Krysickiego i in.?

1. Zadano probg 25-elementowa pochodzaca z dwuwymiarowego rozktadu

normalnego.

2. Obliczono wspoétczynnik korelacji » = —0,1 oraz przeprowadzono test

istotnosci na poziomie istotnosci a = 0,05.

Tabela 4. Dane z zadania 4.18

5 10 15 20 25
5 1
6 1 3 2
7 1 3 3 3 1
8 2 3 1
9 1

Z 16 dto: opracowanie whasne na podstawie: W. Krysicki i in., Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka
matematyczna w zadaniach, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2000, s. 174.

Warto$¢  statystyki ¢, =-—0,482 nie znalazta si¢ w zbiorze krytycznym
K = (—o0; =2,069) U (2,069; ), co oznacza brak podstaw do odrzucenia hipotezy,
ze cechy X1 Y sa nieskorelowane.

Przeanalizujmy teraz modyfikacje¢ tego zadania polegajaca na tym, ze liczba
wszystkich obserwacji zostanie 20-krotnie zreplikowana, przez co otrzymana zo-
stata proba zaprezentowana w tabeli 5.

3 W. Krysicki i in., wyd. cyt., s. 174.
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Tabela 5. Dane z zadania 4.18 po modyfikacji

5 10 15 20 25
5 20
6 20 60 40
7 20 60 60 60 20
8 40 60 20
9 20

Zr6dto: opracowanie wlasne.

Dla tak skonstruowanej proby wspotczynnik korelacji wynosi w dalszym
ciagu —0,1. Warto$¢ statystyki testowej (ze wzgledu na wielkos¢ proby) wy-
nosi juz jednak ¢, = 2,243, co oznacza, ze znajduje si¢ w zbiorze krytycznym
K= (—0;-1,965)U(1,965; w). W zwiazku z tym hipoteze zerowa, o tym ze cechy
X1 7Y sanieskorelowane, nalezy odrzuci¢. Powstaje pytanie o zasadnos¢ budowa-
nia dla drugiego przyktadu modelu regresji, skoro dla pierwotnego przyktadu nie
jest to mozliwe. Wnikliwy badacz nie bedzie mial watpliwosci co do mozliwos$ci
dalszych badan przy wykorzystaniu modelu regresji, pozostaje jednak watpli-
wos$¢, czy powinien by¢ wykorzystywany test, ktory mimo ze pozwala uzyskac
pozytywny dla badacza rezultat nic moze by¢ w zaden sposdb wykorzystany.
Wydaje si¢ zatem, ze zamiast testowac hipoteze o braku zaleznoS$ci liniowej, czyli
hipotezg zerowa postaci

H:p=0,
nalezaloby testowac hipotezg zerowa postaci
Hp|=p,

Kluczowym zagadnieniem staje sig tu przyjecie wartosci p . Wedtug autorow
warto$¢ ta powinna wynosi¢ okoto 0,7, daje to bowiem dla modelu regresji war-
tos¢ wspotczynnika determinacji okoto 50%.

Formalny zapis przedstawianego testu jest nastepujacy*:

Hylpl=p,,  Hp:lpl>p,
Zwrdemy tu uwage, ze hipoteza alternatywna moze takze by¢ lewostronna,
natomiast z charakteru testu wynika zasadno$¢ uzywania wylacznie testu pra-

wostronnego. Weryfikacja hipotezy zerowej dokonywana jest z wykorzystaniem
statystyki

T =(Z—-z,)\Vn-3,

4 Tamze.
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gdzie

Zzlln Ler oraz zozlln I*p .
2 \U-r 2 (1-p,

Statystyka 7' ma dla prob wigkszych od 10 rozktad normalny N(0,1).

Tabela 6. Wspotczynniki korelacji i wielko$¢ proby gwarantujaca odrzucenie
hipotezy zerowe;j

r n r n r n
0,71 6900 0,81 44 0,91 10
0,72 1676 0,82 36 0,92 9
0,73 725 0,83 30 0,93 8
0,74 397 0,84 25 0,94 7
0,75 247 0,85 22 0,95 6
0,76 167 0,86 18 0,96 6
0,77 120 0,87 16 0,97 5
0,78 89 0,88 14 0,98 5
0,79 69 0,89 12 0,99 4
0,80 54 0,90 11

Zr6dto: opracowanie whasne.

W tabeli 6 przedstawiono wielko$ci proby niezbedne do odrzucenie hipotezy
zerowej dla roznych wspotczynnikow korelacji przy zalozeniu, ze poziom istot-
nosci wynosi 0,05, a warto$¢ p = 0,7. Warto zauwazy¢, ze nie ma takiej liczebno-
sci proby, ktora umozliwitaby uzyskanie istotnos$ci wspotczynnika korelacji, dla
ktorego < 0,7.

Zakonczenie

Tradycyjnie wykorzystywany test istotnosci wspodtczynnika korelacji pozwala
na odrzucenie hipotezy zerowej w wyniku pobrania odpowiednio duzej préby.
To poprawne pod wzgledem formalnym ,,dzialanie” testu istotnosci ma jednak
dwojakiego rodzaju skutki. Z jednej strony umozliwia konstrukcje tatwiejszego
jak sie wydaje sposobu weryfikacji hipotezy zerowej, pozwala bowiem na porow-
nywanie (przy okreslonych zatozeniach) wylacznie wielkosci proby, na podstawie
ktorej liczony byt wspolezynnik korelacji z warto$cia uzyskana jako wynik pew-
nej funkcji wspdtczynnika korelacji. Z drugiej strony wprowadza problemy inter-
pretacyjne, ktore powstaja w sytuacji, gdy obliczenie i testowanie wspotczynnika
korelacji jest tylko droga do budowy modelu regresji. W takiej sytuacji autorzy
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zalecaja korzystanie z mniej rozpowszechnionego testu weryfikujacego wystegpo-
wanie zaleznosci liniowej pomigdzy zmiennymi.
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