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Efekt motyla, czyli ostroznie z obliczeniami
za pomocg komputera

Streszczenie. Artykul zawiera kilka interesujacych przyktadow btedéw w obliczeniach
numerycznych. Bledy te pojawiaja si¢ w prostych sytuacjach, nawet gdy stosuje si¢ tak pro-
fesjonalne programy jak Matlab czy Excel. Zdaniem autora, nalezy o tym mowi¢ studen-
tom, aby przekona¢ ich, ze matematyka to co§ wigcej niz rachunki przy komputerze.

Stowa kluczowe: efekt motyla, metody numeryczne, btedy w obliczeniach nume-
rycznych

Wstep

,»Galopujacy” rozwo6j komputerow oraz ich oprogramowania powoduje, ze
powoli stajemy si¢ od nich uzaleznieni. Komputery stanowia tak nieodlaczna
czg$¢ naszego zycia, ze ich nieomylnos¢ przyjmujemy za pewnik i do glowy nam
nie przychodzi, ze sa to urzadzenia omylne. Wiara ta jest szczegdlnie silna u mto-
dych ludzi. Stwarza to tez szczego6lng sytuacje dydaktyczna, podczas nauczania
przedmiotoéw ilosciowych. Jesli pokaze si¢ studentom mozliwosci Matlaba czy
Excela, to trudno ich potem przekona¢ do uczenia si¢ ,,r¢cznego” wyznaczania
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macierzy odwrotnej przy tablicy albo w zeszycie. Problemy te poruszali wcze-
$niej inni autorzy'.

Tytutowy efekt motyla to zartobliwa nazwa dla sytuacji, w ktorej pewne ukta-
dy réwnan rozniczkowych sa niestychanie wrazliwe na zmiang warunkoéw poczat-
kowych. Pierwszym, ktory to zauwazyt, byt Edward Lorenz, kiedy probowat pro-
gnozowac pogodg za pomoca takich uktadow. Stwierdzit on, ze taka prognoza jest
niemozliwa na dlugo naprzod i uzasadnit to obrazowo, ze trzepot skrzydet motyla
w Australii moze skutkowa¢ huraganem na Pacyfiku za trzy miesiace. Podobne
zjawiska wystgpuja przy obliczeniach numerycznych. W artykule podajemy kilka
takich przyktadow. Zdaniem autora, takie przyktady nalezy pokazywacé studentom
na zajeciach laboratoryjnych (i nie tylko), aby przekonac ich, ze zanim usiadzie
si¢ przed komputerem, trzeba co$ wiedzie¢ z matematyki.

Przyklady

Przyklad 1. Picknym przyktadem efektu motyla w informatyce jest sytuacja,
gdy nieistotne (wydawaloby si¢) btedy zaokraglen, po stosunkowo niewielkiej
liczbie iteracji, kumuluja si¢ do zadziwiajacych rozmiaréw. Przy prognozowaniu
wzrostu populacji pojawia si¢ nastgpujacy ciag (rownanie réznicowe) dany for-
muta rekurencyjna:

pn+1 :pn+rpn(1 7pn)'

W celu wyznaczenia wykonano 50 iteracji powyzszej rekurencji dla » = 3 oraz
p = 0,01 za pomoca nastepujacych urzadzen:

— kalkulatora Casio fx-7000G,

— kalkulatora HP 288,

— kalkulatora Elektronika MK 61,

— arkusza Excel (Procesor Intel Cameron, wersja 32-bit).

Otrzymano nastgpujace wyniki’:

- 0,003661629 (Casio) przy p,, = 0,722914301200,

— 0,225758993390 (HP) przy p , = 0,722914301711,

— 0,6701895 (Elektronika) przy p,, = 0,72292937000,

- 1,31399674660676 (Excel) przy p , = 0,722914301179573.

' J. Lyko, Zajecia laboratoryjne w dydaktyce przedmiotow ilosciowych na kierunkach
ekonomicznych, Rola informatyki w naukach ekonomicznych — tom 2, Wydawnictwo Wyzszej
Szkoty Handlowej, Kielce 2010; S. Heilpern, J. tyko, Wykorzystanie mikrokomputerow w dydaktyce
matematyki, Prace Naukowe AE 390, Wydawnictwo AE we Wroctawiu, Wroctaw 1987.

2 Edward Lorenz i ,,efekt motyla” , http://berith.webpark.pl/stro/nauk/naul.html.
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W cytowanym wyzej artykule Edward Lorenz i ,, efekt motyla” mozna znalez¢
link do strony z tabela ze szczegélowymi wynikami. Zauwazmy, ze najwigkszy
wynik (Excel) jest ok. 365 razy wigkszy od najmniejszego (Casio), a przeciez
dziesiate iteracje dla tych dwoch ciagdw zgadzaja si¢ na pierwszych dziewigciu
miejscach po przecinku! Jaki jest wigc wynik prawdziwy? Czy mozna ufa¢ kom-
puterom, skoro 40 iteracji prowadzi do takich r6znic?

Przyklad 2. Przyklad ten zasugerowal mi profesor Janusz tyko. Jest on
uogoélnieniem przyktadu omowionego w innym artykule®*. Wiadomo, ze jesli 4B
jest macierza kwadratowa, a w macierzy 4 jest wigcej wierszy niz kolumn, to AB
jest macierza osobliwa. Tak wigc macierz:

43 27 55 25

4 6 5
56 54 71|=|7 4|

7 3 9
68 42 87 3 8

ma wyznacznik zero. Tym niemniej arkusz kalkulacyjny Excel 2007, po zasto-
sowaniu polecenia ,,wyznacznik macierzy” podaje wynik 1,27315e-12. Kazdy
kto ustyszy o tym przyktadzie jest zdumiony faktem, ze Excel moze si¢ pomyli¢
w wyznaczniku macierzy stopnia trzeciego, ktorej elementami sa liczby dwucy-
frowe. Jak to jest liczone? Oczywiscie metoda Sarrusa (sze$¢ iloczynow) daje
odpowiedz prawidtowa. Wigc moze posta¢ trojkatna? Juz po pierwszym kroku
doprowadzania do postaci trojkatnej, program generuje macierz:

43 27 55
0 18,8372093  —0,627906977
0 -0,697674419 0,023255814

i podaje wyznacznik rowny: 7.30385¢e-12 (czyli juz z bledem!). Co ciekawe, po
drugim i ostatnim kroku dostajemy macierz trojkatna:

43 27 55
0 18,8372093 -0,627906977 |,
0 0 9,01709e —15

ktorej wyznacznik jest, wg Excela, taki sam jak poprzednio: 7.30385e-12. Przy-
pomnijmy, ze odpowiedz ,,bezposrednia” to byto: 1.27315¢-12. Tak wigc Excel

3 J. Lyko, Zajecia laboratoryjne w dydaktyce przedmiotow ilosciowych na kierunkach
ekonomicznych, Rola informatyki w naukach ekonomicznych — tom 2, Wydawnictwo Wyzszej
Szkoty Handlowej, Kielce 2010.
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liczy jeszcze jako$ inaczej. Autorzy metody wykorzystywanej w programie sa
przynajmniej konsekwentni. Skoro macierz

43 27 55
56 54 71
68 42 87

jest (dla nich) nieosobliwa, to wyznaczenie macierzy odwrotnej daje wynik:

1,34784e +15 —3,06327e+13 —8,27084e +14
—-3456e+13  7,85454e+11  2,12073e+13
-1,0368e +15 2,35636e+13  6,36218e+14

Przyklad 3. Wiadomo, ze dla macierzy kwadratowych 4 i B tego samego
stopnia prawdziwe jest tzw. twierdzenie Cauchy’ego: det(4B) = (detd)(detB).
W szczego6lnosci prawda jest, ze dla macierzy kwadratowej 4 zachodzi row-
nos¢:

det(4") = (detd)".

Czy jest mozliwe, ze program Matlab (wersja edukacyjna 7.9.0.529 R2007b
— licencja UE we Wroclawiu) moze si¢ pomyli¢ przy tej rownosci juz dla bardzo
matych n i niewielkich macierzy o matych wspotczynnikach catkowitych? Jest to
mozliwe! Juz dla najmniejszej z mozliwych (nie uwzgledniajac 1 x 1) macierzy

2 x 21 Zatézmy, ze:
8 7
A= .
[6 29}

Woweczas na pytanie: Czy det(4°) = (det4)>? Matlab odpowiada TAK.
Natomiast na pytanie: Czy det(4°) = (det4)®? Matlab odpowiada NIE!!!
Oto szczegdtowe wyniki:

det(4°) = 4,7045880999999¢+13
(detd)® = 4,7045881000000e+13.

A przeciez macierz A° nie zawiera tak duzych liczb:

o | 04151326 243983439
209128662 79101642 |
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Przyklad 4. Na zajeciach laboratoryjnych (Matlab) polecitem studentom
rozwigzac¢ ,na piechot¢” (to znaczy wyznaczajac deltg) nastgpujace rownanie
kwadratowe:

0,137x* +£x—7z =0.
179

Otrzymano rozwiazania (w formacie short):
x, =-5,4600, x, = 4,1968.

Nastepnie zasugerowatem sprawdzenie wzoréw Viete’a. Co si¢ okazato?
Przede wszystkim okazato sig, ze 3/4 grupy tych wzoréw nie zna! Po uzupehie-
niu wiedzy okazalo sig, ze na oba pytania:

czy x, +x, =-bla?
czy x,;'x, = cla?

Matlab odpowiedziat NIE!! Kilka tygodni pdzniej rozwiazaliSmy to samo row-
nanie za pomoca gotowej instrukcji, pozwalajacej znalez¢ pierwiastki dowolnego
wielomianu (instrukcja roots). Odpowiedzi byty inne (réznice oczywiscie subtel-
ne, ale jednak).

Podsumowanie

Widzimy wigc, jak bardzo omylne moga by¢ komputery, a takze ich (jakze
profesjonalne) oprogramowanie. Przyktady te wzbudzity bardzo duze zaintereso-
wanie i wywolaly burzliwa dyskusje na konferencji, na ktorej autor referowat tego
typu problemy*. Wszyscy uczestnicy wspomnianej konferencji zgodzili si¢ z tym,
ze takie przyktady nalezy koniecznie pokazywac studentom, ktorzy zafascyno-
wani informatyka, chcieliby ograniczy¢ zajecia z matematyki do laboratorium.
Przyktady takie pomoga przekona¢ studentdéw, ze laboratorium ma by¢ uzupeknie-
niem zajec teoretycznych, ze podstawa stosowania matematyki jest wiedza, a nie
mozliwo$ci obliczeniowe komputerow.
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