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Streszczenie. Powszechnie stosowana miarg zalezno$ci migdzy dwiema zmiennymi
losowymi jest wspotczynnik korelacji liniowej, ktory jest dobra miara zaleznosci w klasie
rozktadow eliptycznych. Zalezno$¢ wérod zmiennych uzywanych w modelach w finan-
sach i ubezpieczeniach jest bardzo czgsto zalezno$cia nieliniowa. Jedna z mozliwosci jej
wyrazenia jest kopula. Prezentowany artykut opisuje, czym jest kopula i przedstawia dwa
modele oparte na pojeciu kopuli (model szacowania ryzyka zabezpieczonych zobowigzan
dtuznych oraz warto$ci zagrozonej). Autor prezentuje ostatnie wyniki z literatury przed-
miotu oraz wskazuje na nowe regulacje w zarzadzaniu ryzykiem (Nowa Umowa Kapita-
towa, Wyptacalnos¢ II), ktore zachgcaja do szukania lepszych rozwiazan modelowania
zalezno$ci zmiennych losowych.

Stowa kluczowe: kopula, zaleznos¢ zmiennych losowych, zabezpieczone zobowiaza-
nie dluzne, warto$¢ zagrozona (VaR), Nowa Umowa Kapitatlowa, Wyptacalnos¢ 11

Wstep

W modelach ilosciowych stosowanych w finansach i ubezpieczeniach bardzo
wazna role odgrywaja zmienne losowe. Jest to bowiem matematyczny sposéb
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opisania tych aspektow badanego zagadnienia, ktore nie sa deterministyczne. Po-
niewaz wynik analizowanego zagadnienia nie jest znany z catkowita pewnoscia,
nastgpuje konieczno$¢ ujgcia go w kategoriach prawdopodobienstwa. 1 wtedy
w naturalny sposob pojawia si¢ pytanie o to, jaki jest rozktad prawdopodobien-
stwa zmiennej losowej wystepujacej w modelu.

Odpowiedz na tak postawione pytanie najwygodniej uzyskaé przez estymacj¢
rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej za pomoca metod statystycz-
nych. Statystyka i ekonometria dostarczaja wielu metod szacowania rozkladu
prawdopodobienstwa jednowymiarowej zmiennej losowej. Czgsto okazuje sig,
ze analizowane zagadnienie lepiej modelowac¢ za pomoca kilku zmiennych loso-
wych. Moze to by¢ np. problem ubezpieczenia grupy oséb lub oszacowania stopy
zwrotu portfela ztozonego z kilku rodzajow instrumentéw finansowych. Mamy
wowcezas do czynienia z wielowymiarowa zmienng losowa oraz jej rozkladem.
Wyznaczenie takiego rozktadu lub przynajmniej jego parametrow jest oczywiscie
trudniejsze niz dla zmiennej jednowymiarowe;.

Przykltadem dobrze opisanego rozktadu wielowymiarowego jest rozktad nor-
malny. Wiadomo, ze powstaje on na zasadzie afinicznego przeksztatcenia wektora
zmiennych losowych o standardowych, jednowymiarowych rozktadach normal-
nych. Zwiazek tych rozkltadow brzegowych z rozktadem wielowymiarowym po-
dany jest przez wektor warto$ci oczekiwanych oraz macierz korelacji. Okazuje sig,
ze macierz korelacji, jako miara zwiazkéw migdzy rozktadem wielowymiarowym
a rozktadami brzegowymi, jest dobra miarg tylko w klasie tzw. rozktadoéw elip-
tycznych. W innych przypadkach tak nie jest, o czym moze $wiadczy¢ przyktad
przedstawiony na rysunku 1. Jak wida¢, zalezno$¢ w parze zmiennych (u,, u,) ma
inny charakter niz w parze (u,, u,), mimo ze obie pary maja rowne wspotczynniki

korelacji, a zmienne u,, u,, u, maja jednostajne rozktady na odcinku [0,1].

u2

Rys. 1. Wykresy rozrzutu dla dwoch probek o tym samym wspotczynniku korelacji

ud

kPR
S0 3 %, 000,
'::?.:;."o % .

liniowej 1 takich samych rozktadach brzegowych

Zr6dto: opracowanie wiasne.
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Jedna z mozliwo$ci badania wielowymiarowych rozktadéw zmiennych wy-
stgpujacych w modelach z zakresu finansow i ubezpieczen sa kopule. Celem
prezentowanego artykulu jest przyblizenie pojgcia kopuli oraz zachgcenie do
dyskusji o mozliwych obszarach jego zastosowania.

1. Pojecie kopuli

Termin kopula w polskiej literaturze jest stosowany rzadko. Czg$ciej mowa
jest o funkcji potaczen, funkcji powiazan lub funkcji taczacej. Wszystkie te ter-
miny sa poprawne, poniewaz stowo kopula pochodzi z taciny i oznacza tyle co
tacznik. W literaturze anglojezycznej uzywany jest termin copula, dlatego tez
w artykule bedzie uzywany polski odpowiednik — kopula'.

W statystyce kopule pojawity si¢ w potowie dwudziestego wieku. Obecnie
mozna powiedzie¢, ze przezywaja swoj renesans. Fakt ten wynika z obecnych
mozliwosci symulacji komputerowych. Niestety w obszarze kopuli otrzymanie
pewnych wynikdéw na drodze analitycznej jest albo bardzo skomplikowane, albo
niemozliwe.

Czym zatem jest kopula? Najogdlniej mowiac, to funkcja, ktora taczy roz-
ktady brzegowe z rozktadem prawdopodobienstwa wielowymiarowej zmiennej
losowej. A doktadniej, dwuwymiarowa kopula to kazda dystrybuanta C zmiennej
losowej (U, U,), ktéra jest obcigta do domknigtego kwadratu [0, 1] x [0, 1], przy
czym oba rozkltady brzegowe U, i U, sa jednostajne na przedziale [0, 1].

Powyzsza definicje mozna zapisa¢ bardziej formalnie. Dwuwymiarowa kopu-
la to funkcja C: [0, 1] X [0, 1] — R, ktora spetnia warunki:

1) C(u, 0)=C(0, v) =0 dla dowolnych u, v € [0, 1],

2) C(u, 1)=uoraz C(1, v) = v dla dowolnych u, v € [0, 1],

3) Cu,, v,) — Clu, v,) — C(u,, v,) + C(u,, v) =2 0dla0<u <u, <1 oraz

0<v <v,<l

Okreslona w powyzszy sposob funkcja C jest istotnie potaczeniem migdzy
rozktadami brzegowymi a rozkladem tagcznym dwuwymiarowej zmiennej loso-
wej. Wlasnos$¢ ta jest konsekwencja nastgpujacego twierdzenia (Sklar 1959).

Dla jednowymiarowych zmiennych losowych X i Y o dystrybuantach, odpo-
wiednio, F(x) i F,(y) oraz dla dowolnych (x, y) € R U {-o0, +oo} zachodzi:
1) jezeli funkcja C jest kopula, to C(F,(x), F(y)) jest dystrybuanta facznego
rozktadu wektora (X, Y) o rozktadach brzegowych zadanych dystrybuan-
tami F,(x) oraz F(y);

! Kopula jest terminem wystgpujacym w gramatyce jezyka polskiego.
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2) jezeli F(x,y) jest dystrybuanta tacznego rozktadu wektora (X, Y) o rozkta-
dach brzegowych zadanych dystrybuantami F (x) oraz F,(y), to istnieje
doktadnie jedna kopula C taka, ze F(x, y) = C(F (x), F,(»)).

Na zakonficzenie warto zauwazy¢, ze kopula w prosty sposob uogoélnia si¢
z przypadku dwuwymiarowej zmiennej losowej do przypadku n-wymiarowe;
zmiennej. Uogolnienie to rodzi szereg komplikacji na etapie szacowania i kalibro-
wania parametrow czy nawet symulowania wartosci kopuli. Z punktu widzenia
tematyki artykutu nie ma potrzeby postugiwania si¢ w dalszej czg$ci n-wymiaro-
wymi kopulami.

2. Zabezpieczone zobowigzanie dluzne

W potowie roku 2007 w wielu krajach $wiata rozpoczat si¢ kryzys na rynkach
finansowych. W licznych publikacjach opisujacych przyczyny jego powstania
pojawiaja si¢ instrumenty o nazwie: zabezpieczone zobowiazania dtuzne (collate-
ralized debt obligation — CDO) oraz wzmianki na temat modelu matematycznego,
ktory stuzyt do wyceny ich ryzyka. Ryzyko CDO wyceniano przy wykorzystaniu
kopuli gaussowskiej. Zatem jest to przyktad zastosowania kopuli w modelu z za-
kresu finansoéw, lecz jego nierozwazne wykorzystanie skutkowato negatywnymi
konsekwencjami. Z drugiej strony nalezy jednak zauwazy¢, ze wydarzenia z roku
2007 byly wynikiem splotu wielu okoliczno$ci, w$rod ktorych tylko jedna byto
nicodpowiedzialne wykorzystanie gaussowskiego modelu wyceny oraz brak
swiadomosci jego ograniczen.

Gloéwna zaleta rynku CDO byto umozliwienie transferu znacznego kapitatu na
rynek hipoteczny z niebankowych instytucji finansowych, np. funduszy emerytal-
nych. Tego rodzaju instytucje maja prawo inwestowa¢ w instrumenty o stosunko-
wo niskim ryzyku, a co za tym idzie takze nieduzej stopie zwrotu. Zobowiazania
zabezpieczone dlugiem oferowaly mozliwos¢ osiagnigcia relatywnie wyzszej
stopy zwrotu niz instrumenty o niskim ryzyku.

Rynek instrumentow CDO jest oparty na sekurytyzacji. Banki, ktore w swojej
dziatalnosci moga zwigksza¢ ryzyko tylko przy jednoczesnym zwigkszeniu posia-
danego kapitatu, znalazty dogodny sposob na ominigcie tego przepisu, tworzyty
bowiem tzw. fundusze sekurytyzacyjne (SPV). Ich zadaniem bylo emitowanie
papierow CDO, ktorych wykup zabezpieczony byl zakupionymi zobowiazaniami
kredytowymi. Papiery emitowane przez SPV byly podzielone na trzy transze: se-
nior, mezzanine, equity, przy czym w przypadku gdy kwota wynikajaca ze sptaty
zobowiazan kredytowych byta mniejsza od kwoty potrzebnej do wykupu wyemi-
towanych papierow, wykup odbywat si¢ w wymienionej wyzej kolejnosci. Zatem
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instrumenty z transzy senior uwazano za najmniej ryzykowne. A poniewaz fundu-
sze sekurytyzacyjne nie podlegaty takiemu nadzorowi jak banki, wigc mogty tym
samym zaoferowac relatywnie wyzsza stopg zwrotu.

Ryzyko instrumentow CDO podlegato ocenie przez agencje ratingowe. Moz-
na przypuszczac, ze nie zawsze byly to oceny uczciwe. Na przyktad w przypadku
agencji Moody’s az 80% przyrostu zyskow w okresie czterech kolejnych lat wy-
nikato z wykonania oceny ratingowej CDO?.

Kluczowa informacja przy ocenie ryzyka zobowiazania zabezpieczonego dhu-
giem jest prawdopodobienstwo jednoczesnego popadnigcia w niewyptacalnosé kilku
kredytobiorcéw. Model szacowania tego prawdopodobienstwa podat David X. Li.

Jezeli ograniczymy model do przypadku dwodch zobowigzan dtuznych, to
sprowadzi sig on do nastgpujacej postaci. Dwa zobowiazania w kwocie D, i D,
ktore zapadaja w chwili 7, sa zabezpieczone przez dwa instrumenty finansowe
o wartosci 4, 1 B, dla ¢ € [0, T]. Prawdopodobiefistwo braku mozliwosci splaty
obu zobowiazan w chwili T, tj. P(4,< D ,, B, < D,), mozna wyznaczy¢ za pomoca

A,

kopuli Gaussa. Zaktadajac, ze zmienna In—= ma rozklad normalny o $redniej

2
o, . N . B o
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o7 W) o7 ) 1 2pxy —x" —y* .
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Gaussa,
parametr p € [-1, 1] jest wspdtczynnikiem korelacji,

— ¢ jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.

Uzycie w modelu rozktadu normalnego oraz kopuli Gaussa (de facto wie-
lowymiarowego rozktadu normalnego) byto pomystem nietrafionym, gdyz jak
wiadomo rozktad normalny nie opisuje prawidlowo prawdopodobienstwa wysta-
pienia zdarzen ekstremalnych na rynkach finansowych.

2 Por. A. Stawinski, Przyczyny i konsekwencje kryzysu na rynku papieréw wartosciowych
emitowanych przez fundusze sekurytyzacyjne [online], Zaklad Rynku Papierow Skarbowych
Katedry Skarbowosci Szkoly Glownej Handlowej, Warszawa 2007, dostgpny w internecie: http:
/Iwww.rynkifinansowe.pl/subprime_CDO.pdf.
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Gloéwna przyczyna zatamania si¢ rynku CDO byta niefrasobliwo$¢ przy udzie-
laniu kredytéw hipotecznych w USA. Instytucje, ktore si¢ tym zajmowaly dazyty
przede wszystkim do zwigkszania wptywow z marz od udzielonych pozyczek.
W efekcie kredyty hipoteczne trafiaty takze do osob, ktore nie miaty dochodow,
pracy lub majatku, a finansowaly nawet 130% warto$ci nieruchomosci®. Rynek
instrumentow CDO w konsekwencji stracit ptynnos$¢. Tak skrajna sytuacja nie
mogla zatem znalez¢ odzwierciedlenia w opisanym wyzej modelu.

Do powstania kryzysu w roku 2007 w istotny sposob przyczynita si¢ sekury-
tyzacja. W potowie tegoz roku ceny nieruchomosci w USA znacznie spadty. Coraz
wigcej kredytobiorcoOw przestalo splaca¢ zaciagnigte pozyczki, a banki nie miaty
mozliwosci szybkiego sprzedania nieruchomosci bedacych zabezpieczeniem takich
kredytow. Wowczas banki zostaty dotknigte duzymi stratami wynikajacymi z seku-
rytyzacji. Po pierwsze, banki byty jednym z gldéwnych nabywcow transz mezzanine
i equity w funduszach sekurytyzacyjnych (w ten sposéb chcialy uzasadni¢ innym
inwestorom, ze instrumenty CDO byly obarczone relatywnie niskim poziomem
ryzyka). W przypadku zatamania ptynnos$ci na rynku CDO transze te nie byty wy-
kupywane, co generowato straty. Po drugie, banki bedace zatozycielami funduszy
sekurytyzacyjnych, musialy istotnie zwigkszy¢ ich kredytowanie, aby SPV nie utra-
city swojej ptynnos$ci. Brak pelnego nadzoru nad funduszami spowodowal, ze na
rynku migdzybankowym wzrosta nieufno$¢ do wzajemnego udzielania pozyczek,
co ostatecznie przetozylo si¢ na wzrost stop procentowych oraz zmniejszenie czg-
sci kapitatu bankoéw przeznaczonej na kredyty dla przedsigbiorstw. Wptynglo to na
ostabienie wzrostu gospodarczego, a takze zmusito banki centralne do ratowania
ptynnosci bankéw komercyjnych. Rynki finansowe pograzyty si¢ w kryzysie.

3. Warto$¢ zagrozona

Jedna z powszechnie stosowanych miar ryzyka w bankach jest warto$¢ zagro-
zona (Value at Risk — VaR). Obecnie staje si¢ ona pewnym standardem w ocenie
ryzyka nie tylko bankow, lecz takze innych instytucji finansowych.

W celu zdefiniowana pojgcia warto$ci zagrozonej wprowadza si¢ zmiennag ry-
zyka X, ktora opisuje potencjalne zyski lub straty podjgtej inwestycji, przypadaja-
ce na koniec horyzontu inwestycyjnego 7. Wowczas warto$¢ zagrozona zmiennej
X przy zatozonym a priori poziomie tolerancji o € (0, 1) to wielko$¢

VaR (X) = —sup{x € R: P(X<x) < a}.
3 Por. D. Gatarek, Obecny kryzys nazwe kryzysem zaufania, w: obserwatorfinansowy.pl [online],

Warszawa 2010, dostep: 14 listopada 2010, dostgpny w Internecie: http://www.obserwatorfinanso-
wy.pl/2010/01/25/obecny-kryzys-nazwe-kryzysem-zaufania/#L.



Uzytecznosé¢ kopuli w finansach i ubezpieczeniach 447

Innymi stowy warto$¢ zagrozona to maksymalna mozliwa strata wynikajaca
z ryzyka X, ktora moze wystapi¢ z prawdopodobienstem a po czasie T (rys. 2).
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Rys. 2. [lustracja warto$ci zagrozonej (VaR) na wykresie funkcji ggstosci
przyktadowej zmiennej ryzyka X

Zr6dto: opracowanie wilasne.

Kazda instytucja finansowa jest narazona na wiele rodzajow ryzyka, co ozna-
cza, ze musi uwzglednia¢ kilka zmiennych. Sa to najczgsciej zmienne, ktore nie
maja niezaleznych rozktadow. W celu wyznaczenia wartosci zagrozonej nalezy
ustali¢ ich taczny rozktad prawdopodobienstwa. Aktualnie podejmowane sa bada-
nia nad wykorzystaniem do tego celu kopuli. Ponizej opisane sa przyktady trzech
prac z tego zakresu.

W pracy Claudio Romano Applying Copula Function To Risk Management
autor bada warto$¢ zagrozona portfela ztozonego z dziesigciu akcji notowanych
na wioskiej gieldzie. Z przeprowadzonej analizy wynika, ze zastosowanie kopuli
Studenta i rozktadow brzegowych z-Studenta z 10 lub 20 stopniami swobody pro-
wadzi do btedu estymacji VaR nieprzekraczajacego 2%, podczas gdy wykorzysta-
nie procedur z rozktadem normalnym generuje btad rzedu 12,5%. Autor przez btad
estymacji rozumie wzgledna réznice migdzy wartos$cia zagrozona, wyznaczona za
pomoca badanej metody, a warto$cig wynikajaca z rozktadu empirycznego.

Jedna z pierwszych prac z omawianego zakresu na gruncie Polski jest ar-
tykut Daniela Papli i Krzysztofa Piontka*. Autorzy analizuja dwusktadnikowy

4 D. Papla, K. Piontek, Zastosowanie rozkiadow a-stabilnych i funkcji powiqzan (copula)
w obliczaniu wartoSci zagrozonej (VaR), w: Wyzwania wspoiczesnych finansow, red. K. Jajuga,
Uniwersytet Ekonomiczny we Wroctawiu, Wroctaw 2009 [dostep: 14 listopada 2010], dostgpny
w Internecie: http://www.kpiontek.ae.wroc.pl/DP_KP_VaR_copula.pdf.
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portfel akcji Krosna i Zywca na podstawie dhugiego — dwuletniego — szeregu
danych. Zakladaja, ze rozklady brzegowe to rozktady a-stabilne, zaleznos¢ migdzy
rozktadami za$ opisuja trzy kopule: Ali-Mikhail-Haq, Gumbela i Franka. Wygodna
forma oceny modelu szacowania warto$ci zagrozonej jest wyznaczenie wzglednej
liczby przekroczen VaR w okresie testowym. Polega ona na tym, Ze szereg danych
historycznych o zmianach warto$ci zmiennej ryzyka dzieli si¢ na dwie czgsci: czgs¢

Metoda kowariancji Kopula Claytona
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Rys. 3. Liczba przekroczen VaR, , w grupie 405 badanych portfeli dla metody
kowariancji i metody z zastosowaniem kopuli Claytona
716 d1o: opracowanie whasne na podstawie: A. Stryjek, Zastosowanie miar zaleznosci zmiennych losowych

oraz kopuli Claytona i Gumbel-Hougaarda do szacowania wartosci zagrozonej, ,,Przeglad Statystyczny” 2009,
3-4,s.78.
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Rys. 4. Liczba przekroczen VaR . w grupie 405 badanych portfeli dla metody
kowariancji i metody z zastosowaniem kopuli Claytona

716 dto: opracowanie whasne na podstawie: A. Stryjek, wyd. cyt.
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stuzaca do wyznaczenia parametrow potrzebnych do szacowania VaR i czg$¢ umoz-
liwiajaca porownanie wyznaczonych wartosci VaR z faktycznymi zmianami zmien-
nej ryzyka. Autorzy artykutu otrzymali wzgledna liczbg przekroczen VaR, . w okre-
sie testowym obejmujacym 1938 dni od 5,52 do 5,88%. Standardowa procedura
obliczania wartos$ci zagrozonej, tj. metoda kowariancji, miata 6,76% przekroczen.

W artykule Andrzeja Stryjka autor analizuje VaR za pomoca kopuli Claytona dla
405 dwusktadnikowych portfeli akcji notowanych na GPW w Warszawie. W pro-
cedurze szacowania VaR autor proponuje uproszczenie polegajace na zastosowaniu
dystrybuant empirycznych rozkladow brzegowych zamiast przyjmowania tych
rozktadoéw a priori lub ich estymacji. Takie podejscie w stosunku do metody kowa-
riancji zredukowato w okresie testowym liczbg przekroczen VaR, w znaczacym
stopniu (rys. 3), a dla VaR, . w stopniu wystarczajacym (rys. 4).

4. Nowa Umowa Kapitalowa oraz Wyplacalnos¢ 11

Banki, zaklady ubezpieczen i inne instytucje finansowe sa podmiotami, ktore
prowadza szczeg6lny rodzaj dzialalnosci. Wszelkie kryzysy, nieprawidlowosci,
ktore wystapia przynajmniej u jednego z tych podmiotow powoduja spadek zaufa-
nia do catego sektora, co ma oczywisty wplyw na cata gospodarke kraju. Dlatego
tez ten rodzaj dziatalno$ci podlega szczegdlnemu nadzorowi ze strony panstwa.

W dziatalnosci bankowej do potowy lat siedemdziesiatych XX w. praktycznie
nie miala miejsca konkurencja. Banki byly w zasadzie koncesjonowane przez rza-
dy panstw 1 mogly korzysta¢ z parasola ochronnego. Rozwoj rynku kapitatowego
oraz spekulacje na walutach wymusity zmiany, ktore dokonaty si¢ po 1973 r. Zmu-
szenie bankow do zabiegania o klientow spowodowato jednoczes$nie wiele naduzy¢
i nieprawidtowosci w ich dziatalnosci. Dlatego w 1974 r. zawiazano Bazylejski
Komitet ds. Regulacji Bankowosci i Procedur Nadzorczych. W jego sktad wcho-
dzili przedstawiciele grupy G10, Luksemburga i Hiszpanii, a jego celem byto stwo-
rzenie zasad gwarantujacych bezpieczenstwo i stabilnos¢ systemu bankowego.

Efektem prac Komitetu Bazylejskiego byly regulacje z 1988 r. wystepujace
pod nazwa Bazylea | (Basel I). ,,Minimalne wymogi kapitalowe, odnoszace si¢
wowczas jedynie do ryzyka kredytowego, oparte zostaly na trzech podstawowych
elementach: definicji kapitalu regulacyjnego, aktywow wazonych ryzykiem i mi-
nimalnego wskaznika relacji kapitatu do aktywoéw wazonych ryzykiem’”. Ustalo-
no wspotczynnik wyptacalnosci® na poziomie 8%.

5 Por. P. Dziekonski, Nowa Bazylejska Umowa Kapitalowa — konsekwencje dla rynku kredyto-
wego, w Materialy i Studia [online], nr 164, Narodowy Bank Polski, Warszawa 2003, dostgp: 14 li-
stopada 2010, dostepny w Internecie: http://www.nbp.pl/publikacje/materialy i studia/ms164.pdf.

¢ Wspotczynnik wyptacalnosci byt wowczas ilorazem funduszy wiasnych banku do jego
aktywoOw i zobowiazan pozabilansowych wazonych ryzykiem.
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W roku 1996 znowelizowano regulacje Bazylea I, m.in. przez dodanie kon-
troli ryzyka rynkowego oraz dopuszczenie do uzytku tzw. modeli wewngtrznych.
Oznaczalo to tyle, ze oprocz doktadnie zdefiniowanych standardowych procedur
wyznaczania wymogow kapitatowych, banki mogty stosowac swoje modele wy-
ceny wartosci zagrozonej pod warunkiem, ze spetniaty one pewne ogdlne ograni-
czenia podane przez nadzor.

Od roku 2008 obowigzuje Nowa Umowa Kapitatowa (Basel I1I), ktora jest
modyfikacja i znacznym rozszerzeniem regulacji z lat 1988 i 1996. Konstrukcja
tej umowy jest oparta na trzech filarach. Pierwszy filar to w pewnym uproszczeniu
rozszerzenie Bazylei I. Mianowicie do wyznaczania wspotczynnika wyptacalno-
$ci brane jest pod uwage nie tylko ryzyko rynkowe i kredytowe, lecz rowniez
ryzyko operacyjne. Drugi filar to proces analizy nadzorczej, polegajacy na sty-
mulowaniu bankéw do wdrazania coraz lepszych modeli wewngtrznych, a trzeci
to dyscyplina rynkowa — banki sa zobowigzane do ujawniania swoich wynikow,
co ma na celu zmotywowanie wszystkich uczestnikow do otrzymywania coraz
lepszych wynikow.

Analogiczny system regulacji bedzie obowiazywal od 2012 r. w sferze ubez-
pieczen. Dotychczasowe metody kontroli i ograniczania ryzyka zaktadow ubez-
pieczeniowych zostana zastapione przez dyrektywe Wyptacalno$¢ II (Solvency
1I). Bedzie si¢ ona sktadac z trzech filarow. W pierwszym znajda si¢ rodzaje ry-
zyka zwiazane z rezerwami techniczno-ubezpieczeniowymi, kapitatem wtasnym
i lokatami ubezpieczyciela. Drugi filar bedzie dotyczyt ryzyka, ktdérego pomiar
ilo$ciowy sprawia trudnosci oraz regut dziatania instytucji nadzorczej w stosunku
do zaktadu ubezpieczen. Trzeci filar to bedzie gwarancja transparentnosci, czyli
zobowiazanie do rzetelnego publikowania osiagnigtych wynikow.

W obu systemach kontroli i ograniczania ryzyka dominuje podejscie zachg-
cajace banki i firmy ubezpieczeniowe do rzetelnego, lecz takze dostosowanego
do wiasnych potrzeb, tworzenia wewngtrznych modeli wyceny ryzyka. Zarowno
Nowa Umowa Kapitatowa, jak i Wyptacalno$¢ 11 jest bodzcem do poszukiwania
nowych, lepszych rozwiazan modelowania nieliniowych zaleznosci oraz prawdo-
podobienstw zdarzen ekstremalnych dla wielu rodzajow ryzyka wystgpujacych
w ich dzialalno$ci. W modelach wewngtrznych banki i zaklady ubezpieczen
musza uwzgledni¢ ryzyko, ktore na ogot nie jest ryzykiem niezaleznym. Co wig-
cej modele wewngtrzne sg oparte na opisanej w poprzednim punkcie koncepcji
warto$ci zagrozonej. Oba te spostrzezenia sg argumentami potwierdzajacymi
koniecznos¢ rozwijania badan w kierunku zastosowania kopuli w modelach z za-
kresu finansow i ubezpieczen.
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Podsumowanie

Mimo ze pojecie kopuli zostato wprowadzone do statystyki ponad pot wieku
temu, to nadal jest ono mato znane i rzadko stosowane zarowno w badaniach na-
ukowych, jak i w modelach ilo$ciowych wykorzystywanych przez uczestnikow
rynku. W ostatnich latach podejmowane sa proby zbadania przydatnosci kopuli
do modelowania zalezno$ci zmiennych losowych opisujacych niektore elementy
rynku finansowego. Powstaje zatem pytanie, czy kopule sa uzyteczne w modelach
stosowanych w finansach i ubezpieczeniach?

W artykule przedstawiono dwa modele z zakresu finanséw i1 ubezpieczen,
w ktorych zostaty uzyte kopule: model wyceny ryzyka instrumentow CDO oraz
model szacowania warto$ci zagrozonej. Oba przyktady wskazujq zarowno na
negatywne, jak i pozytywne wykorzystanie pojgcia kopuli. Ztozono$¢ rynkow
finansowych, tj. roznorodno$¢ instrumentéw finansowych, globalny charakter
obrotu tymi instrumentami oraz ograniczenia prawne regulujace dziatania uczest-
nikow rynkéw, zmusza do poszukiwania nowych i lepszych metod modelowania
zaleznos$ci wystepujacych na tych rynkach.

Kopula wydaje si¢ obiecujacym narzedziem, chociaz podczas prob ich prak-
tycznego zastosowania pojawia si¢ kilka problemow. Sa to przede wszystkim:

— czasochlonno$¢ procedur symulacyjnych,

— zlozono$¢ procedur symulacyjnych w przypadku wigkszej liczby zmien-

nych,

— trudno$ci w wyborze odpowiedniej kopuli.

Oprocz poszukiwania dobrych modeli ilosciowych opartych na pojgciu kopuli,
warto zauwazy¢, ze wymienione wyzej trudnosci stosowania kopuli w zagadnie-
niach finansowych sg potencjalnym, dodatkowym obszarem badan naukowych.
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