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Zastosowanie teorii wartosci ekstremalnych
w prognozowaniu ostrzegawczym dla ciggu
niezaleznych zmiennych o rozkladzie normalnym

Streszczenie. Artykut dotyczy zastosowan teorii granicznych rozktadow dla ekstremow w pro-
gnozach ostrzegawczych dla ciagu zmiennych losowych o rozktadzie normalnym. W poczatkowe;j
czg$ci zawiera elementy teorii dotyczacej statystyk pozycyjnych, natomiast w dalszej przedstawione
sa podstawowe twierdzenia zwiazane z teorig rozktadow typow ekstremalnych i dziedzin przycia-
gania. Na koniec zaprezentowano badania empiryczne, w ktorych budowany jest model prognoz
ostrzegawczych dla charakterystyk hydrologicznych. Wykorzystane w pracy dane dotycza standw
wod na dwoch wybranych rzekach Dolnego Slaska.

Stowa Kkluczowe: statystyki pozycyjne, dystrybuanta graniczna, typy rozkladow ekstremal-
nych, prognoza ostrzegawcza, charakterystyki hydrologiczne.

Wstep

Ekstremalne warto$ci okreslonych charakterystyk w réznych dziedzinach sa
w wigkszosci przypadkéw zjawiskiem o niekorzystnym dziataniu. Charakterysty-
ki meteorologiczne i hydrologiczne, przyjmujac ekstremalne wartosci, powoduja
szereg roznego rodzaju zjawisk o dziataniu katastroficznym. Na rynkach finanso-
wych ekstremalne wartosci pewnych charakterystyk powoduja olbrzymie straty
finansowe. Tak naprawdg niepozadany efekt oddziatlywania wartosci ekstremal-
nych wystgpuje prawie w kazdej dziedzinie zycia spoteczno-gospodarczego.
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Wplywu wartosci ekstremalnych nie da si¢ powstrzymac. Mozna jedynie przygo-
towac si¢ odpowiednio wczesnie na efekt ich dziatania. Aby mozna przygotowac
okreslone dziatania majace na celu niwelacje efektow oddziatywan wartosci eks-
tremalnych okreslonych charakterystyk lub zabezpieczenie si¢ przed tymi efekta-
mi w mozliwie jak najwigkszym stopniu, trzeba odpowiednio wczesnie uzyskac
informacje o czasie wystapienia tych efektow. Do tego celu wykorzystuje si¢
systemy prognoz ostrzegawczych.

W tym opracowaniu przedstawione zostanie podejscie do procesu budowy
prognoz ostrzegawczych oparte na granicznych rozktadach ekstreméw analizo-
wanej zmiennej. Ekstrema to okreslony rodzaj statystyk pozycyjnych. W tym
przypadku zmienna bgdzie miata powszechnie znany i stosowany rozktad nor-
malny. Rozpatrywany bedzie przypadek, w ktorym zostalo zatozone, ze zmienne
losowe sa niezalezne. Prognozowana charakterystyka bedzie stan wody na rze-
kach Nysa Ktodzka i Nysa Luzycka w konkretnych punktach pomiarowych, ktére
zostang podane w dalszej czgsci pracy.

1. Ekstrema jako szczegolny rodzaj statystyk pozycyjnych
i ich rozklady

Jesli zmienne losowe ¢, &, ..., ¢ utozymy w kolejnosci wedtug rzgdu wielko-
$ci 1 zapiszemy je jako
5(1)5 Sér(n)’ (1)

to ¢, bedziemy okresla¢ jako i-ta statystyke pozycyjna zmiennych losowych, na-
tomiast F| (x) oznacza¢ bedzie dystrybuantg i-tej statystyki pozycyjnej.

Zaktadamy, ze ¢, ¢, ..., ¢ bedzie ciagiem n zmiennych losowych o identycz-
nych rozktadach prawdopodobienstwa lub inaczej moéwiac o wspolnej dystry-
buancie F(x). Przez x, x,, ..., x, oznaczymy odpowiednio realizacje zmiennych
losowych ¢, &, ..., €. Zgodnie z oznaczeniami wczesniejszymi X(n) oznaczaé
bedzie n-ta statystyke pozycyjna, ktora jest jednym z ekstremow, a mianowicie
maksimum, ktére mozna zapisa¢ rowniez w postaci

X(n) =max(¢, ¢, .. §) (2)

oraz oznaczy¢ przez M , jak proponujg inni autorzy. Podobnie oznacza¢ bedziemy
minimum przez X, czyli pierwsza statystyke pozycyjna, ktora mozna zapisac
jako

X, =min@, ¢, ... &) 3)

oraz oznaczy¢ przez m , zgodnie z propozycjami innych autorow'.

' H.A. David, H.N. Nagaraja, Order Statistics, A John Wiley & Sons, Inc., 2003.
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Dystrybuanta najwigkszej statystyki pozycyjnej oznaczona bedzie jako F (x)
i okre$lona nastgpujacym wzorem:

F, ()= P{X( <x} = P{wszystkie X, <x} = F"(x), 4)

n) —
gdzie F(x) jest dystrybuanta zmiennej losowej & .
Podobnie jest dla statystyki bedacej drugim ekstremum, czyli minimum.

Oznaczamy ja jako X, i odpowiednio jej dystrybuantg F, (x), ktora okresla na-
stepujacy wzor:
F(x)=P{X, <x}=1 —P{X( >x} =1 —P{wszystkie X, > x} =

= 1)
6))
=1-[1-Fx)]"
Statystyki ekstremalne minimum i maksimum stanowia szczegolne przypadki
ogolnego rezultatu dla dystrybuanty r-tej statystyki pozycyjnej F| (x), ktora okre-
$lona jest wzorem:

r)

F,(x)=pr {X(r) <x} = P{przynajmniej r z X, < x} =
" , 1 6
= Z@F’(”“ -FI ©

gdyz sktadnikiem sumy po prawej stronie wzoru jest prawdopodobienstwo roz-
ktadu binominalnego, ze doktadnie i sposrdd X, ..., X sa mnigjsze lub rowne
x. Wigeej na temat dystrybuanty F| | wraz z jej alternatywnymi formami mozna
znalez¢ w pracy H.A. Davida®.

2. Asymptotyczne rozklady ekstremow — elementy teorii

W rozdziale tym przedstawimy zarys teorii asymptotycznych rozktadow dla
ekstremow zmiennych losowych jedynie na potrzeby niniejszego opracowania.
Klasyczna teoria warto$ci ekstremalnych w szczegolno$ci okresla mozliwe po-
stacie dystrybuant granicznych dla ekstremow (maksiméw i minimoéw) w cig-
gach niezaleznych zmiennych losowych o identycznych rozktadach. Z uwagi na
asymptotyczny charakter tej teorii, zajmuje si¢ ona rozktadami dla maksimow
X, (lub M ), zgodnie z oznaczeniami z poprzedniego podrozdziatu oraz w szcze-
golnosci ich wlasno$ciami, gdy n — . Oczywiscie wszystkie wyniki uzyskane
dla maksimow X ' (lub M) prowadza do otrzymania wynikow dla minimow X,
przez prosta relacje:

2 Ibidem.
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X, = min(&, .y &) = -max(-£,, s ). ™

W skonczonych warunkach dystrybuanta statystyki X, jest dana wzorem (4).
Teoria dla warunkow skonczonych jest szeroko stosowana. W tym miejscu mozna
sobie postawi¢ pytanie: Po co zglgbiac i stosowac¢ teorig rozktadow asymptotycz-
nych dla ekstremow, skoro teoria w warunkach skonczonych jest dobrze znana
i daje dobre wyniki? Odpowiedz jest bardzo prosta. W teorii asymptotycznej nie
musimy zna¢ dystrybuanty rozktadu zbyt precyzyjnie, zeby swobodnie stosowac
ja do rozwiazywania rzeczywistych problemow. Przyktadem moze by¢ centralne
twierdzenie graniczne Lindeberga-Levy’ego dotyczace rozktadu sum zmiennych
losowych o dowolnej dystrybuancie. Podobna sytuacja ma miejsce w teorii roz-
ktadow asymptotycznych dla ekstremow. W rzeczywistosci niezdegenerowana
dystrybuanta rozktadu X, musi naleze¢ do jednej z trzech mozliwych rodzin dys-
trybuant, niezaleznie od oryginalnej dystrybuanty F(x) zmiennych (i = 1, ..., n).
Ponadto nie jest potrzebna znajomos$¢ szczegotowa dystrybuanty F(x). Wystar-
czy wiedzie¢, do ktorej dziedziny przyciagania (ang. domain of attrction) 1 ktorej
z trzech rodzin dystrybuant nalezy rozpatrywany rozktad ekstremum. Pojeciu dzie-
dziny przyciagania zostanie po§wigcony punkt 3 niniejszej pracy. Identyfikacja, do
ktorej dziedziny przyciagania nalezy rozpatrywany rozktad ekstremum, w duzej
mierze zalezy od zachowania si¢ ogona dystrybuanty F(x) dla duzych wartosci x.
W zwiazku z tym duzo mozna powiedzie¢ o asymptotycznych wlasnos$ciach mak-
simum, opierajac to na raczej ograniczonej wiedzy o wlasnosciach F(x).

Na poczatku powinni§my zainteresowaé si¢ warunkami, przy ktorych, dla
odpowiednio znormalizowanych statycha >01b ,

P{a (M —b)<x} = G(x), ®)

(gdzie = oznacza, ze zbiezno$¢ pojawia si¢ przy ciagtych punktach G, chociaz
tak naprawdg zglgbiajac asymptotyczng teorig dla rozktadow ekstremow okazuje
si¢, ze wszystkie analizowane funkcje G sa ciagle). Teoria ta ukazuje rowniez,
ze niezdegenerowane dystrybuanty G, ktére moga pojawi¢ si¢ jako ogranicze-
nia w (8) tworza doktadnie klas¢ rozktadow max-stabilnych i odwrotnie, kazdy
max-stabilny rozktad G ma jedna z trzech parametrycznych form podanych po-
nizej i nazywanych rozkladami wartosci ekstremalnych’.

TypL: G(x)=exp(—e ™), —oco< X< oo,

0, x<0, )

TypIl: G(x)=
P ) {exp(—x“) dla pewnegoa>0,x>0,

3 R. Leadbetter, G. Lindgren, H. Rootzen, Extremes and related properties of random
sequences and processes, Springer — Verlag New York Heidelberg, New York 1983.
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exp(—(—x)“) dlapewnegoa >0,x<0,

Typ III: G(x) :{ (9cd)

1, x>0,

Powyzsze stwierdzenia doktadnie opisuje twierdzenie, ktore pojawi si¢ w dal-
szej czgsci pracy.
Wykorzystujac (4) 1 (8) mozemy zapisac, ze:

F(a'x +b) = G(x), (10)

gdzie ponownie - oznacza zbiezno$¢ tylko przy ciagtych punktach funkcji gra-
nicznej. Jesli (10) jest spetnione dla pewnych statych {a >0}, {b,}, to oznacza, ze
F nalezy do obszaru przyciagania (dla maksimow) funkcji G, co zapisuje si¢ jako
F € D(G). Wigcej szczegotowych informacji na temat tej teorii mozna znalez¢
w pracach R. Leadbettera i J. Galambosa*.

3. Ogolna teoria dziedzin przyciaggania

Rozdzial ten rozpoczniemy od przedstawienia dwodch istotnych twierdzen
zwiazanych z dziedzinami przyciagania. Pierwsze z nich méwi, ze dystrybuanta
okreslonego rozktadu jest max-stabilna jesli i tylko jesli jest takiego samego typu
jak jedna z dystrybuant rozktadow warto$ci ekstremalnych.

Twierdzenie 1°. Kazdy max-stabilny rozktad jest typem wartosci ekstremal-
nych (ang. extreme value type), np. rowna si¢ G(ax + b) dla pewnych a > 01 b,
gdzie dla

TypL: G(x)=exp(—e), —co< x< oo,
0, x<0,
TypIl: G(x)= w
exp(—x~%) dla pewnego o >0, x >0, (11)

exp(—(—x)“) dlapewnegoa >0,x<0,

Typ III: G(x) =
P = { 1, x>0,

Odwrotnie, kazdy rozktad typu wartosci ekstremalnych jest max-stabilny.
Szczegdtowy dowod tego twierdzenia mozna znalez¢ w pracy R. Leadbettera®.

4 R. Leadbetter, op. cit.; J. Galambos, The asymptotic Theory of Extreme Order Statistics,
Wiley, New York 1978.

5 Por. R. Leadbetter, op. cit.

¢ Ibidem.
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Drugie twierdzenie dotyczy typdéw ekstremalnych i nosi nazwe twierdzenia
o typach ekstremalnych.

Twierdzenie 2. Niech M =max(¢,, &, ..., ), gdzie ¢ sa niezaleznymi zmien-
nymi losowymi o identycznych rozktadach. Jesli dla pewnych statych a, > 0, b,
mamy:

Pla(M —b)<x} " G(x) (12)

dla pewnej niezdegenerowanej dystrybuanty G, to wtedy G jest jedna z trzech
dystrybuant granicznych typoéw wartosci ekstremalnych opisanych powyzej. Od-
wrotnie, kazda dystrybuanta G typoéw wartosci ekstremalnych moze wystgpowac
jako ograniczenie w (12), faktycznie wystgpuje, kiedy G sama sobie jest dystry-
buanta kazdej zmiennej £.

Mozna przypuszczaé, ze jezeli ¢, £, ..., ¢ nie sa koniecznie niezalezne, ale
M = max({, ¢, ..., ¢) ma asymptotycznie dystrybuantg¢ G w sensie wyrazenia
(12), to zbieznos¢

F(a 'x+b)= G"x), gdy n— (13)

jest prawdziwa dla k= 1, gdzie F jest dystrybuanta zmiennej losowej M . Powyz-
sza zbieznos$¢ jest podstawa nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 3. (i) Niezdegenerowana dystrybuanta jest max-stabilna, jesli
i tylko jesli istnieje ciag {F } dystrybuant i statycha > 015, taki, ze:

Fa,'x+b) % G'(x), gdy n— oo (14)

dla kazdego®* k=1,2, ...

(i) W szczegolnoscei jesli G jest niezdegenerowana, D(G) jest niepusty, jesli
i tylko jesli G jest max-stabilna. Wtedy rowniez G € D(G). Stad klasa niezdege-
nerowanych dystrybuant, ktora pojawia si¢ jako prawa graniczne w (8) (dla ciagu
niezaleznych zmiennych losowych o identycznych rozktadach ¢, &, ..., £ ) pokry-
wa si¢ z klasa dystrybuant max-stabilnych.

Skoro mozna pokazaé, ze jesli (14) jest spelnione dla k = 1, to jest tez spet-
nione dla wszystkich £, to z tego bedzie wynika¢, ze G jest max-stabilna z twier-
dzenia 3 i1 ze G jest typem wartosci ekstremalnych (dystrybuanta graniczng dla
ekstremow). Tak wigc kiedy bedziemy rozwazac przypadek dla zmiennych zalez-
nych, bedzie tatwo pokazywaé, ze przy odpowiednich zatozeniach prawdziwosc¢
wyrazenia (14) dla k= 1 implikuje prawdziwos¢ tego wyrazenia dla wszystkich £,
z ktorego twierdzenie o typach ekstremalnych znowu wynika.

Zauwazmy teraz, ze twierdzenie 2 zaklada, iz a (M, — b ) ma niezdegenero-
wana dystrybuantg graniczna i wtedy dowodzi, ze G musi mie¢ jedna z trzech

7 R. Leadbetter, op. cit.
§ Ibidem.
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okreslonych form. Mozna skonstruowac ciagi niezaleznych zmiennych losowych
o identycznych rozktadach {¢ }, dla ktorych taka dystrybuanta graniczna G nie
istnieje. Zobaczmy prosty przyktad. Wygodne bedzie tutaj (i pézniej rowniez)
uzycie oznaczenia x,, dla prawego punktu koficowego dystrybuanty F, tzn.

x,=supix; F(x) <1} (Soo), (15)

co oznacza, ze F(x) < 1 dlax <x,i F(x) = I dla wszystkichx > x,.

Zalozmy teraz, ze kazda { ma dystrybuantg /' taka, ze x, < o i ze F ma
skok w punkcie x,, tzn. F(=x,) < 1 = F(x,). Wtedy wynika z latwoscia, ze
jesli {u } jest pewnym ciagiem i P{M < u } — p, to p = 0 lub 1. Stad jesli
Pla (M —b)<x} — G(x), to biorac u = x/a_+ b otrzymujemy, ze G(x) = 0 lub
1 dla kazdego x tak, ze G(x) jest zdegenerowana. Przyktadem takiego ciagu, ktory
nie ma granicznej dystrybuanty dla ekstremow jest przypadek, gdzie kazda { ma
rozktad Poissona.

Praktycznym aspektem w teorii dziedzin przyciagania jest to, zeby wie-
dzie¢, ktorej z trzech dystrybuant granicznych okreslonych wzorem (9) uzy¢,
kiedy kazda zmienna losowa ¢ ma rozktad opisany przez dystrybuantg F' pod-
kreslajac, ze posta¢ dystrybuanty nie musi by¢ precyzyjnie okreslona. Znane sa
rozne warunki potrzebne i wystarczajace dla kazdego z trzech typow dystrybu-
ant granicznych. Z uwagi na to, iz dowody tych warunkow sa zbyt dtugie i mato
przydatne na potrzeby tego opracowania, pominiemy je.

W ponizszych twierdzeniach przedstawimy pewne proste i uzyteczne, a za-
razem wystarczajace warunki, ktore stosuje sig, kiedy dystrybuanta rozktadu F
ma funkcje gestosci prawdopodobienstwa f, do sprawdzenia, do ktorej z trzech
dziedzin przyciagania nalezy dystrybuanta maksimum rozpatrywanego ciagu
).

Twierdzenie 4°. Zaktadamy, ze dystrybuanta F' zmiennych losowych w ciagu
niezaleznych zmiennych losowych o identycznych rozktadach {¢ } jest catkowi-
cie ciagla z funkcja gestosci prawdopodobienstwa f. Wtedy wystarczajace warun-
ki przynaleznosci dystrybuanty F do trzech mozliwych dziedzin przyciagania sa
nastgpujace:

Typ I: f ma ujemna pochodna /"' dla wszystkich x w pewnym przedziale
(xp X)) (x,<00), fix)=0dlax>x, i

i OU=F@©) _

Txy 0 (16)

° Por. R. Leadbetter, op. cit.
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Typ II: £ (x) > 0 dla wszystkich x > x, skonczonych i

im- 79 _ g0,
SR 1= F ()

(17)

Typ IIL: fix) > 0 dla wszystkich x w pewnym skoficzonym przedziale (x, x,),
Sx)=0dlax>x, i

(5 =0 (1) _
e Y (18)

Twierdzenie 5'°. Potrzebne i wystarczajace warunki dla dystrybuanty F
zmiennych losowych w ciagu niezaleznych zmiennych losowych o identycznych
rozktadach {¢ } przynaleznosci do kazdego z trzech typow dystrybuant granicz-
nych sa nastgpujace:

TypIl: x, =01

im = E ™) _ o 50 dia kazdego x > 0. (19)
== 1= F(1)

Typ I x, <o0'i

hmM =x%, a >0 dla kazdego x > 0. (20)
o 1—F(x, —h)

Typ I: Istnieje pewna $cisle dodatnia funkcja g(#) taka, ze:

1 F(t+xg(t)) _

m e ", dla wszystkich rzeczywistych x.
Ax 1— F(1) Y ywisty 21

Mozna wykazaé, ze J-(l— F(u))du < =, kiedy utrzymany jest typ I ograni-
0 X

czenia 1 odpowiedni wybor funkcji g, takiej ze: g(f) = J-(I—F (w))du/(1- F(t))
dlaz<x,. !

Whniosek z powyzszego twierdzenia podany ponizej ma istotne znaczenie
praktyczne, poniewaz zawiera rownosci, za pomoca ktoérych mozna otrzymac
stale normujace a, i b, ze zbieznosci danej wzorem (8).

Whiosek 1. State a , b, w zbieznosci P{a (M, — b ) < x} — G(x) moga by¢
wzigte dla kazdego przypadku (typu) w postaci:

10 Por. R. Leadbetter, op. cit.
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TypIll: a =y ',b =0,
TypIlll:a, = (x,—7) ", b, =x,, (22)
Typl: a,=[g( )] b,=7,

gdzie y = F'(1 — 1/n) = inf {x; F(x) > 1 — 1/n}. (Ciag y, musi by¢ taki, ze
1=F(,)=n").

Jezeli okreslony rozktad prawdopodobienstwa ma dystrybuant¢ graniczna
dla ekstremum, to w mysl twierdzenia 2 jest ona jedna z trzech typéw danych
wzorem (9). W niniejszej pracy bedziemy si¢ zajmowaé¢ danymi o powszech-
nie znanym rozktadzie normalnym. Ponizsze twierdzenie pokazuje, do ktorego
typu nalezy dystrybuanta graniczna rozktadu maksimum i jak wyznaczy¢ state
normujace a, i b w przypadku, gdy zmienne losowe maja standardowy rozkfad
normalny.

Twierdzenie 6. Jesli {¢} jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
o standardowym rozktadzie normalnym, to asymptotyczna dystrybuanta zmiennej
losowej M| = max(¢, &, ....¢,) jest typu L. Szczegotowo:

Pla (M —b)<x} — exp(-e™), (23)
gdzie
a, = (2logn)"? (24)
i
b, = (2logn)"? —%(ZIOgn)‘”z(loglogn +log4r). (25)

Szczegotowy dowdd powyzszego twierdzenia znajduje si¢ w pracy R. Lead-
bettera'!.

4. Prognozy ostrzegawcze w hydrologii

W niniejszym paragrafie wprowadzone zostanie pojgcie prognozy ostrzegaw-
czej jako zapowiedzi wystapienia zdarzenia traktowanego przez odbiorce jako
niekorzystne. Bardziej precyzyjnie prognoze¢ ostrzegawcza okresla definicja 1,
ktora jest jedna z wielu, jakie mozna spotka¢ w literaturze przedmiotu, ale najbar-
dziej pasuje do problematyki niniejszego opracowania.

" Tbidem.
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Definicja 1. Prognoza ostrzegawcza jest stan zmiennej w momencie lub
okresie nalezacym do przysztosci, gdy przewiduje si¢ niekorzystne ksztaltowanie
si¢ kontrolowanej zmiennej na podstawie informacji dostarczonej przez szereg
CZasowy.

Zadaniem prognozy ostrzegawczej jest dostarczenie na czas informacji o wy-
stapieniu w przyszlosci niekorzystnej warto$ci monitorowanej charakterystyki.
Jak z tego wynika, prognozy ostrzegawcze stanowia specyficzny rodzaj przewi-
dywania, nie dotycza bowiem wyznaczania przyszlej warto$ci monitorowanej
zmiennej, lecz tylko faktu, ze warto§¢ monitorowanej zmiennej przekroczy
wyznaczony poziom lub bedzie nizsza od danego poziomu w zaleznos$ci od cha-
rakteru badanego zjawiska. W takim kontekscie prognoza ostrzegawcza jest pro-
gnoza jakosciowa, poniewaz dotyczy zdarzenia lub sytuacji, ktére mozna zapisa¢
w arytmetyce binarnej (+), (=) lub 0, 1'%

Ograniczajac szerokie zastosowanie prognoz ostrzegawczych jedynie do dzie-
dziny hydrologii, nalezy réwniez ograniczy¢ zbidr zmiennych kontrolowanych
W procesie prognozowania ostrzegawczego. W hydrologii jednym z wielu zadan
prognoz ostrzegawczych jest monitorowanie takiej charakterystyki jak stany wod
w rzekach, w celu ochrony przeciwpowodziowej. Charakterystyke wymienionej
zmiennej prezentuje definicja 2.

Definicja 2. Stan wody jest to wzniesienie zwierciadla wody w cieku ponad
umowny poziom odniesienia (co nie jest rownoznaczne z glebokoscia cieku).
Nalezy rozr6zni¢ pojgcia stan wody 1 poziom wody. Sa to te same wielkosci fi-
zyczne, jednak podawane wzglgdem roznych odniesien. Poziomy terenu liczymy
od przyjetego poziomu morza, dlatego wysokos¢, na ktorej znajduja sig obiekty
na Ziemi, wyrazamy w metrach nad poziomem morza. W Polsce sie¢ wodowska-
zowa odniesiona jest obecnie do poziomu morza w Kronsztadzie w Rosji. Dla
uproszczenia zapisu wzniesienie zwierciadta wody liczymy od ustalonego ,,zera”
wodowskazu. Taki pomiar nazywamy stanem wody, w odréznieniu od poziomoéw
liczonych wzglgdem przyjgtego zera niwelacji. W praktyce zera ustalane sa poni-
zej najnizszego stanu wody w celu uniknigcia wartosci ujemnych wynikajacych
z mozliwej erozji dennej poglebiajacej dno np. rzeki. Rz¢dna zera kazdego wodo-
wskazu okreslona jest w odniesieniu do panstwowej sieci niwelacyjnej, dlatego
majac t¢ informacje jestesmy w stanie wyznaczy¢ poziom wody. Na podstawie
wieloletnich pomiarow mozna okresli¢ charakterystyczny rozktad stanéw wody
dla danej rzeki w danym miejscu. Wyznacza si¢ wowczas nastepujace strefy sta-
néw wody:

— strefe stanéw niskich,

— strefe standow Srednich,

— strefg standw wysokich,

12.U. Siedlecka, Prognozy ostrzegawcze w gospodarce, PWE, Warszawa 1996.
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— stan ostrzegawczy,

— stan alarmowy.

Wymienionym powyzej opisom dla danej rzeki w okre§lonym miejscu przy-
porzadkowane sa konkretne wartosci liczbowe, wedlug ktorych identyfikuje sig
rodzaj stanu wody w punkcie pomiaru na podstawie zaobserwowanego stanu
w danym czasie ¢.

W tym opracowaniu prognoza begdzie budowana dla stanu wody obserwo-
wanego na rzece Nysa Luzycka w stacji Zgorzelec oraz na rzece Nysa Ktodzka
w stacji Nysa. Wigcej na temat budowy prognoz zawarto w kolejnym paragrafie.

5. Budowa modelu prognoz ostrzegawczych
na podstawie danych empirycznych

W niniejszym opracowaniu analizie poddane zostaly stany wod na dwoch pol-
skich rzekach: Nysie Ktodzkiej i Nysie Luzyckiej. Wykorzystamy dzienne dane
dotyczace stanow wod uzyskane ze stacji na wodach powierzchniowych w Nysie
i Zgorzelcu, pochodzace z Instytutu Meteorologii i Gospodarki Wodnej w War-
szawie. Na potrzeby budowy prognoz ostrzegawczych dysponujemy dziennymi
stanami wod za okres 1.1981-12.2011 r. (11 322 obserwacji) ze stacji Nysa oraz
za okres 1.1982-12.2011 r. (10 951 obserwacji) ze stacji w Zgorzelcu.

Z uwagi na to, ze w tej pracy zajmujemy si¢ przypadkiem, w ktorym analizo-
wane sa ciagi niezaleznych zmiennych losowych do budowy prognoz ostrzegaw-
czych wzigte zostaly stany wod pochodzace z co dziesiatego dnia. Taki zabieg
miat na celu zminimalizowanie prawdopodobienstwa wystapienia zaleznosci po-
migdzy danymi z sasiadujacych okresow. Oczywiste jest, ze im wigksza odleglos¢
pomigdzy nastgpujacymi po sobie danymi, tym prawdopodobienstwo wystgpienia
zaleznos$ci pomigdzy nimi jest coraz mniejsze. Na potrzeby tej pracy pomijamy
fakt wystgpowania ewentualnej dtugoterminowe;j zaleznosci pomigdzy danymi,
zwanej inaczej efektem dlugiej pamigci.

Istotnym, a zarazem pierwszym punktem w praktycznym zastosowaniu teorii
dystrybuant granicznych dla ekstremow jest ustalenie, z populacji o jakim rozkta-
dzie pochodza analizowane dane. Tak naprawde dobre dopasowanie teoretyczne-
go rozktadu do danych empirycznych to problem, z jakim borykaja si¢ od wielu
lat statystycy i naukowcy innych dziedzin, wykorzystujacy w praktyce metody
statystyczne. Sposobdw na rozwigzanie tego problemu jest wiele, ale nie ma jed-
nego uniwersalnego.

W tej pracy przyjmujemy, ze dwa badane ciagi zmiennych losowych ¢, &, ..., &

n

oraz (, {, .r € ” sa ciagami niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach
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normalnych. Zmienne losowe ¢ i ¢ . | sa oddalone od siebie w czasie o 10 dni. To
samo dotyczy zmiennych ¢ (i = 1, 2, ..., n,). Z uwagi na fakt, iz wstepne ciagi
zmiennych losowych dotyczacych dziennych stanow wod zostaty na potrzeby
analizy zastapione przez ciagi zmiennych losowych przedstawiajace stany wod
co 10 dni, liczba zmiennych losowych w obu ciggach zmniejszylta si¢ 10-krot-
nie. Dla ciagu zmiennych losowych &, &, ..., é‘nl n, = 1132, natomiast dla ciagu
C Gonoons an n,=1095.

Hipotezy o normalnosci dla dwoch analizowanych ciagéw zmiennych lo-
sowych zostaly poddane testowaniu za pomoca dwoch dobrze znanych testow
na normalnos$¢: testu zgodnos$ci chi-kwadrat i testu zgodnosci Kotmogorowa.
Wartosci p-value dla obu testow i ciagdw zmiennych losowych przedstawione sa
w tabeli 1.

Tabela 1. Wartosci p-value dla testow na normalno$¢ rozktadu

Ciag zmiennych Test zgodnosci Test zgodnosci

losowych chi-kwadrat Kolmogorowa
& fnl p,=0,0273 p,=0,0389
o & ...,an p,=0,0121 p,=0,0238

Zro6dto: opracowanie wihasne.

Wyniki z tabeli 1 pokazuja, Zze na poziomie istotnosci o = 0,01 mozemy przy-
jac, iz stany wod w obu badanych stacjach maja rozktad normalny. W zwiazku
z tymi wynikami do obliczenia prognoz ostrzegawczych dla badanych punktow
pomiarowych wykorzystamy graniczng dystrybuantg typu I dla standardowego
rozktadu normalnego, zgodnie z twierdzeniem 5. Przeksztalcajac w prosty sposob
wzor (23) otrzymujemy nastgpujace wyrazenie:

a

- L+p,
P{Mﬂﬁx+bn}—>exp —e (“” ] , (26)
z ktorego tatwo wyznaczymy prawdopodobienstwa dla okreslonych wartosci
maksimow badanych zmiennych. Prawdopodobienstwa osiagania przez bada-
ne zmienne okreslonych wartosci stanowic¢ bgda prognozy ostrzegawcze. State
normujace a i b w wyrazeniu (26) dla obu ciagdéw zmiennych losowych wyzna-
czamy wykorzystujac wzory (24) i (25). Wartosci statych normujacych dla obu
ciagéw zmiennych losowych przedstawione sa w tabeli 2.

Prognozy ostrzegawcze bgda prawdopodobienstwami przekroczenia sta-
nu ostrzegawczego i alarmowego przez maksima zmiennych ¢ i Cj w ciagach
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Tabela 2. State normujace dla badanych ciagow

Ciag zmiennych losowych a, b,
Cr S ens fnl, n = 1132 2,471 2,346
o G oo an, n, = 1095 2,465 2,340

Zr6dto: opracowanie wiasne.

o liczebno$ciach n, i n,. Stany ostrzegawcze i alarmowe oraz ich warto$ci standa-
ryzowane dla obu badanych stacji pomiarowych podane sq w tabeli 3. Do standa-
ryzacji wykorzystane zostaty parametry z prob: srednia i odchylenie standardowe
z analizowanych ciagéw danych.

Tabela 3. Stany ostrzegawcze i alarmowe wraz z warto$ciami standaryzowanymi

Stany wod Stacja Nysa Stacja Zgorzelec
Stan ostrzegawczy 400 cm 340 cm
Warto$¢ standaryzowana dla stanu ostrzegawczego 5,52 4,2
Stan alarmowy 530 cm 400 cm
Wartos¢ standaryzowana dla stanu alarmowego 8,86 5,73

Zr6dto: opracowanie wlasne.

Wyznaczone prognozy za pomoca wzoru (26) i danych z tabel 2 i 3 przedsta-
wione sa w tabeli 4.

Tabela 4. Prognozy ostrzegawcze dla stacji Nysa i Zgorzelec

Prognozy stanu wod Stacja Nysa Stacja Zgorzelec
Prognoza stanu ostrzegawczego P(Mn] >400)-0,0102 P(Mn2 >340)-0,0174
Prognoza stanu alarmowego PM, . >530) - 0,0026 P(an >400) — 0,0094

Zr6dto: opracowanie wlasne.

Analizujac otrzymane wyniki widzimy, ze w stacji Nysa jest 1,02% szans na
to, iz stan ostrzegawczy zostanie przekroczony, a 0,26%, ze przekroczony zosta-
nie stan alarmowy. W stacji Zgorzelec jest 1,74% szans na przekroczenie stanu
ostrzegawczego, a 0,94% szans na przekroczenie stanu alarmowego. Oczywiscie
wraz ze zmiang n, i n, w analizowanych ciagach zmiennych losowych progno-
zy w prosty sposob beda aktualizowane. Powoduje to, ze przedstawiony model
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prognoz ostrzegawczych ma charakter dynamiczny i na biezaco moze by¢ aktu-
alizowany, dajac rzeczywisty obraz sytuacji. Faktem zastugujacym na uwagg jest
to, ze jako$¢ wyznaczanych prognoz jest wprost proporcjonalna do dlugosci ciagu
analizowanych zmiennych. Méwiac wprost, im dluzszym szeregiem czasowym
dysponujemy, tym uzyskiwane wyniki sa lepsze. Oznacza to, ze im dtuzej prowa-
dzimy monitoring, tym lepszej jakosci prognozy uzyskujemy.

Podsumowanie

W pracy przedstawione zostato podejscie do prognozowania ostrzegawcze-
go oparte na granicznych rozktadach dystrybuant ekstremow obserwowanych
charakterystyk. Wyznaczone zostaly prognozy dotyczace stanow wod w dwoch
wybranych stacjach pomiarowcy na rzekach Dolnego Slaska. Zwrocilismy uwage
na to, ze jedna z najwazniejszych rzeczy przy takim podejsciu do prognozowaniu
ostrzegawczego jest odpowiednie dopasowanie rozktadu teoretycznego do ana-
lizowanych danych empirycznych. W rozpatrywanych przyktadach poddalismy
analizie ciagi zmiennych losowych o powszechnie znanym i stosowanym rozkta-
dzie normalnym dla przypadku, w ktorym zmienne losowe sg niezalezne. Rozkta-
dy inne niz normalne oraz przypadki dla zmiennych zaleznych rozpatrywane bede
w kolejnych pracach zwiazanych z ta tematyka.

Istotne jest, ze zbudowany model prognoz ostrzegawczych ma charakter
dynamiczny. Oznacza to, ze moze by¢ na biezaco aktualizowany. Daje to moz-
liwos¢ efektywnego monitoringu analizowanych charakterystyk i odpowiednio
wczesnego reagowania na sygnaty alarmujace. Oczywiscie prezentowany model
mozna stosowa¢ do budowy prognoz ostrzegawczych dla dowolnych charaktery-
styk z r6znych dziedzin, np. do prognozowania danych finansowych na rynkach
finansowych, charakterystyk zwiazanych z jako$cia w r6znych dzialach ekonomii
i wielu innych.
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The application of the extreme values theory in warning predictions
for random variables sequences with normal distribution

Summary. The work refers to the application of the theory of limit distributions for extremes in
warning predictions for random variables sequences with normal distribution. The beginning of the
work contains theory components concerning order statistics. In the next part of the work basic the-
orems connected to the theory of types of distributions and gravity areas are presented. Ultimately,
empirical research is given, in which a model of warning predictions for hydrological characteristic
is built. Details used in the work concern water conditions at two selected rivers of Lower Silesia.

Key words: order statistics, the limiting distribution function, types of extreme distributions,
warning forecast, hydrological characteristics






